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Построена математическая модель полета стадной саранчи, качественно исследована соответствующая система дифференциальных 
уравнений и найдено решение, отвечающее режиму полета стадной саранчи. Получено приближенное аналитическое решение, проведены 
численные исследования. Показано, что найденное решение представляет собой уединенную популяционную волну, в которой профиль 
концентрации особей саранчи имеет вид солитона, а профиль концентрации кормовой базы – затухающей нелинейной волны. Получены 
простые приближенные аналитические выражения для расчета скорости распространения уединенной популяционной волны саранчи 
и ее характерной протяженности.
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A mathematical model of locust swarm flight is developed. Its differential equations are studied qualitatively to find a solution relevant to 
swarm flight mode. An analytical approximation is found and numerically evaluated. The solution corresponds to a solitary wave where 
locust density profile is consistent with that it represents a soliton, whereas nutritive base profile is found to be consistent with a damped 
nonlinear wave. Simple approximate solutions for calculating solitary wave velocity and characteristic length are obtained.
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Введение
Саранча наносит громадный вред растительности 

во многих районах земли. В России ближайшее по 
времени большое нашествие саранчи было в 2010 г. 
на Северном Кавказе.

Описанию массовых размножений саранчи и миг-
рации ее стай посвящено много работ (см., напри-
мер [2, 13, 16–18]). Известный энтомолог Б.П. Уваров 
в 20-х гг. прошлого столетия показал (см. [1]), что 
для саранчевых характерно явление так называемой 
фазовой изменчивости: в зависимости от плотности 
группы и концентрации продуктов питания образу-
ются либо одиночные формы, либо стадные формы 
личинок. Одиночная форма личинок образуется, ког-
да имеется достаточно корма. Для этой формы ха-
рактерны неброская окраска и спокойное поведение. 
При недостатке корма и большой скученности обра-
зуется стадная форма саранчи. Для этой формы ха-
рактерны яркая раскраска, большая подвижность и 
агрессивность.

Процессы, обусловливающие динамику численно-
сти любых насекомых, связаны с взаимодействиями 
двух царств живых организмов: растений и живот-
ных. Внешние воздействия – абиотические, биоти-
ческие и антропогенные – многогранны, а ответные 
реакции биогеоценозов трудно предвидеть, что тре-
бует привлечения математических подходов для их 
описания и анализа. Имеющиеся работы по матема-
тическому описанию поведения насекомых [8–11, 
19–21] включают вопросы математического описа-

ния распространения популяций саранчи по терри-
тории. Например, в [21] рассматривается модель пе-
рехода саранчи в активную фазу, в [19] принимается, 
что миграция саранчи полностью определяется пото-
ками воздуха, в [20] строится ползущая модель миг-
рации саранчи.

В данной работе строится математическая модель 
полета стадной саранчи на большие расстояния при 
удалении саранчи от поверхности земли на расстоя-
ния, значительно превышающие размеры особей на-
секомых, так как это, пожалуй, самый опасный для 
окружающей среды вариант распространения саран-
чи по пространству. Такому режиму не соответствует 
ползущая модель распространения саранчи, предло-
женная в [20]. Модель [19], рассматривающая саран-
чу на стадии полета как инертные частицы пыли 
в потоке воздуха, противоречит установившимся 
представлениям об агрессивности и высокой под-
вижности стадной саранчи.

Следуя концепции С.С. Четверикова [16], будем 
рассматривать процесс распространения саранчи как 
распространение живого вещества в пространстве в 
виде «волн жизни». Тогда для описания полета стаи 
саранчи могут быть применимы параболические си-
стемы дифференциальных уравнений, так как только 
они описывают распространение нелинейных волн 
по пространству в различных возбудимых средах [3, 
5–8, 12, 15].

Следует отметить, что при решении систем пара-
болических уравнений, описывающих распростране-
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ние нелинейных волн, необходимо не только доказать 
существование волновых решений, но и определить 
скорость волны как собственное число задачи. В ряде 
же работ (например, [11, 15]) априори принимается 
минимальное значение скорости волны, полученное 
в [12] для достаточно простой системы уравнений. 
Более того, в [11] авторы вообще не доказали суще-
ствование искомого волнового решения для рассма-
триваемой системы уравнений (анализ показал, что 
этого решения нет). Некорректным также следует 
признать попытки некоторых авторов (см., например, 
[3]) классифицировать решения волнового уравнения 
в зависимости от значения скорости распространения 
волны популяции, не решая задачи об определении 
значения скорости волны. Для каждой волновой мо-
дели скорость распространения волны (так же как и 
скорость распространения пламени в теории горения 
[7] и, в общем случае, при исследовании уравнений 
математической физики [14]) следует определять, ис-
ходя из данной конкретной системы уравнений, как 
собственное число задачи, и это собственное число 
должно соответствовать профилю волны популяции 
как собственной функции задачи. Именно так реша-
ются задачи о распространении волн биологических 
популяций в работах [4, 5, 8].

Цель настоящего исследования состоит в том, что-
бы, учитывая особенности жизни саранчевых, по-
строить систему дифференциальных уравнений, 
имеющую волновое решение, которое описывает по-
лет стадной саранчи в виде уединенной волны (соли-
тона), и найти приближенные аналитические выра-
жения для скорости распространения солитона и его 
геометрических размеров как функций определяю-
щих параметров. Следует подчеркнуть, что данная 
работа носит качественный (принципиальный) ха-
рактер, поэтому все исследования и численное моде-
лирование проводятся в безразмерном виде.

Система основных уравнений
Систему нестационарных уравнений, описываю-

щих в одномерной постановке изменение концен-
трации биологической популяции N(x, t) и кормовой 
базы R(x, t), усредняющей дискретный процесс по-
лета стадной саранчи в пространстве и во времени, 
можно записать в виде [5, 15]:

         (1)

         (2)

где t – время, x – пространственная координата,  τƒ – 
характерное время питания, μ – коэффициент под-
вижности саранчи,  F(N) – функция, описывающая 
локальное изменение концентрации популяции. 
Например, в логистической популяции (см. [15]) 
F (N)=(B–D)N, где B и D – функции рождаемости 
и смертности. Именно наличие в параболическом 
уравнении слагаемых, описывающих увеличение и 
уменьшение концентрации популяции, может обес-
печить существование стационарного волнового ре-
шения (см. [5, 12]). Локальное уменьшение концен-
трации особей саранчи в полете происходит за счет 
гибели саранчи по различным причинам (болезни, 
поглощение их птицами и даже другими особями 
стаи). Саранча в процессе полета не размножается, но 
у саранчи есть другой способ компенсировать есте-

ственную убыль стаи – это привлечение саранчи в 
стаю из окружающей среды посредством особых хи-
мических продуктов, выделяемых насекомыми.

В связи с этим уравнение (1) может быть перепи-
сано в виде:

         (3)

где: τe – характерное время жизни особей популя-
ции, τc – характерное время пополнения популяции 
за счет стремления особей саранчи к объединению 
в стаю. Будем считать τƒ, τc, τe постоянными величи-
нами. Коэффициент подвижности особей саранчи μ 
возрастает при уменьшении концентрации кормовой 
базы (см., например, [13]). Такое поведение саранчи 
можно в первом приближении описать обратно про-
порциональной зависимостью, считая равной 1 сте-
пень у концентрации кормовой базы, μ ~A/R. Коэф-
фициент пропорциональности А в этой зависимости 
должен иметь размерность произведения [μ] [R]. По-
этому A можно представить как произведение двух 
констант, одна из которых имеет размерность кон-
центрации кормовой базы, а другая имеет размер-
ность подвижности особей саранчи, то есть:

          (4)

Назовем KR единичной концентрацией кормовой 
базы, μ0 – коэффициентом подвижности особей при 
единичной концентрации кормовой базы.

Постоянные в формулах (2)–(4), очевидно, зависят 
от вида саранчи, а также от температуры как от па-
раметра.

Будем рассматривать стационарный режим распро-
странения популяции саранчи волной. Если ввести 
волновую координату z=ut–x, где u – неизвестная 
(определяемая в процессе решения задачи) скорость 
распространения волны, а также безразмерные пере-
менные и параметры:

то уравнения (3) и (2) с учетом (4) принимают следу-
ющий вид:

          (5)

         (6)

Уравнение (5) с учетом (6) и граничного условия
      (начальная концентрация 

кормовой базы) имеет первый интеграл
      
         (7)

качественное исследование  
системы уравнений
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𝜇𝜇 = 𝜇𝜇𝑜𝑜𝐾𝐾𝑅𝑅
𝜕𝜕  .    (4) 

 
 

𝑟𝑟 = 𝜕𝜕
𝐾𝐾𝑅𝑅

,𝑛𝑛 = 𝜕𝜕
𝐾𝐾𝑅𝑅

, 𝜍𝜍 = 𝑧𝑧(𝜏𝜏0𝜇𝜇0)1/2 , 𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝜏𝜏0
1/2𝜇𝜇0

−1/2, 𝜖𝜖 = 𝜏𝜏0
𝜏𝜏𝑓𝑓

, 𝜏𝜏0 = 𝜏𝜏𝑐𝑐𝜏𝜏𝑒𝑒
𝜏𝜏𝑒𝑒−𝜏𝜏𝑐𝑐

, 
 

 
𝑤𝑤 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 (

1
𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑) + 𝑛𝑛,  (5) 

 
𝑤𝑤 𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝜖𝜖𝑛𝑛.    (6) 

𝑛𝑛 = 0, 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 при 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟−  
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑤𝑤 (𝑛𝑛 − 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 ).   (7) 
 

 
𝑟𝑟 = 0 ,𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 , на которых 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0, и 𝑛𝑛 = 0, на которой 𝑑𝑑𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0,  
 

𝜆𝜆1,2 = 0,5 𝑟𝑟−𝑤𝑤 ± √(0,5𝑟𝑟−𝑤𝑤)2 − 𝑟𝑟− . (8) 
 
(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟)1,2

= −𝜆𝜆1,2
𝑤𝑤
𝜖𝜖   

 
𝜆𝜆3,4 = ±𝑟𝑟−1/2, 𝜆𝜆4 = −𝑟𝑟−1/2,  
 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖   
 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟− − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜆𝜆1,2𝜍𝜍),   (9) 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜆𝜆1,2𝜍𝜍),    (10) 
 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟Δ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (−𝑟𝑟−
1
2(𝜍𝜍 − Δ)),   (11) 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛Δ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (−𝑟𝑟−
1
2(𝜍𝜍 − Δ)),   (12) 

 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝑑𝑑

Δ .    (13) 
 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚).    (14) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑚𝑚
𝜖𝜖 .     (15) 

 

1 
 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐹𝐹(𝑁𝑁),  (1) 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜏𝜏𝑓𝑓−1𝑁𝑁,    (2) 

 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + (𝜏𝜏𝑐𝑐−1 − 𝜏𝜏𝑒𝑒−1)𝑁𝑁, (3) 

 
 

𝜇𝜇 = 𝜇𝜇𝑜𝑜𝐾𝐾𝑅𝑅
𝜕𝜕  .    (4) 

 
 

𝑟𝑟 = 𝜕𝜕
𝐾𝐾𝑅𝑅

,𝑛𝑛 = 𝜕𝜕
𝐾𝐾𝑅𝑅

, 𝜍𝜍 = 𝑧𝑧(𝜏𝜏0𝜇𝜇0)1/2 , 𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝜏𝜏0
1/2𝜇𝜇0

−1/2, 𝜖𝜖 = 𝜏𝜏0
𝜏𝜏𝑓𝑓

, 𝜏𝜏0 = 𝜏𝜏𝑐𝑐𝜏𝜏𝑒𝑒
𝜏𝜏𝑒𝑒−𝜏𝜏𝑐𝑐

, 
 

 
𝑤𝑤 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 (

1
𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑) + 𝑛𝑛,  (5) 

 
𝑤𝑤 𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝜖𝜖𝑛𝑛.    (6) 

𝑛𝑛 = 0, 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 при 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟−  
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑤𝑤 (𝑛𝑛 − 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 ).   (7) 
 

 
𝑟𝑟 = 0 ,𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 , на которых 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0, и 𝑛𝑛 = 0, на которой 𝑑𝑑𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0,  
 

𝜆𝜆1,2 = 0,5 𝑟𝑟−𝑤𝑤 ± √(0,5𝑟𝑟−𝑤𝑤)2 − 𝑟𝑟− . (8) 
 
(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟)1,2

= −𝜆𝜆1,2
𝑤𝑤
𝜖𝜖   

 
𝜆𝜆3,4 = ±𝑟𝑟−1/2, 𝜆𝜆4 = −𝑟𝑟−1/2,  
 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖   
 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟− − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜆𝜆1,2𝜍𝜍),   (9) 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜆𝜆1,2𝜍𝜍),    (10) 
 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟Δ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (−𝑟𝑟−
1
2(𝜍𝜍 − Δ)),   (11) 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛Δ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (−𝑟𝑟−
1
2(𝜍𝜍 − Δ)),   (12) 

 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝑑𝑑

Δ .    (13) 
 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚).    (14) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑚𝑚
𝜖𝜖 .     (15) 

 

1 
 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐹𝐹(𝑁𝑁),  (1) 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜏𝜏𝑓𝑓−1𝑁𝑁,    (2) 

 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + (𝜏𝜏𝑐𝑐−1 − 𝜏𝜏𝑒𝑒−1)𝑁𝑁, (3) 

 
 

𝜇𝜇 = 𝜇𝜇𝑜𝑜𝐾𝐾𝑅𝑅
𝜕𝜕  .    (4) 

 
 

𝑟𝑟 = 𝜕𝜕
𝐾𝐾𝑅𝑅

,𝑛𝑛 = 𝜕𝜕
𝐾𝐾𝑅𝑅

, 𝜍𝜍 = 𝑧𝑧(𝜏𝜏0𝜇𝜇0)1/2 , 𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝜏𝜏0
1/2𝜇𝜇0

−1/2, 𝜖𝜖 = 𝜏𝜏0
𝜏𝜏𝑓𝑓

, 𝜏𝜏0 = 𝜏𝜏𝑐𝑐𝜏𝜏𝑒𝑒
𝜏𝜏𝑒𝑒−𝜏𝜏𝑐𝑐

, 
 

 
𝑤𝑤 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 (

1
𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑) + 𝑛𝑛,  (5) 

 
𝑤𝑤 𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝜖𝜖𝑛𝑛.    (6) 

𝑛𝑛 = 0, 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 при 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟−  
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑤𝑤 (𝑛𝑛 − 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 ).   (7) 
 

 
𝑟𝑟 = 0 ,𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 , на которых 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0, и 𝑛𝑛 = 0, на которой 𝑑𝑑𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0,  
 

𝜆𝜆1,2 = 0,5 𝑟𝑟−𝑤𝑤 ± √(0,5𝑟𝑟−𝑤𝑤)2 − 𝑟𝑟− . (8) 
 
(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟)1,2

= −𝜆𝜆1,2
𝑤𝑤
𝜖𝜖   

 
𝜆𝜆3,4 = ±𝑟𝑟−1/2, 𝜆𝜆4 = −𝑟𝑟−1/2,  
 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖   
 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟− − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜆𝜆1,2𝜍𝜍),   (9) 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜆𝜆1,2𝜍𝜍),    (10) 
 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟Δ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (−𝑟𝑟−
1
2(𝜍𝜍 − Δ)),   (11) 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛Δ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (−𝑟𝑟−
1
2(𝜍𝜍 − Δ)),   (12) 

 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝑑𝑑

Δ .    (13) 
 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚).    (14) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑚𝑚
𝜖𝜖 .     (15) 

 

1 
 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐹𝐹(𝑁𝑁),  (1) 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜏𝜏𝑓𝑓−1𝑁𝑁,    (2) 

 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + (𝜏𝜏𝑐𝑐−1 − 𝜏𝜏𝑒𝑒−1)𝑁𝑁, (3) 

 
 

𝜇𝜇 = 𝜇𝜇𝑜𝑜𝐾𝐾𝑅𝑅
𝜕𝜕  .    (4) 

 
 

𝑟𝑟 = 𝜕𝜕
𝐾𝐾𝑅𝑅

,𝑛𝑛 = 𝜕𝜕
𝐾𝐾𝑅𝑅

, 𝜍𝜍 = 𝑧𝑧(𝜏𝜏0𝜇𝜇0)1/2 , 𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝜏𝜏0
1/2𝜇𝜇0

−1/2, 𝜖𝜖 = 𝜏𝜏0
𝜏𝜏𝑓𝑓

, 𝜏𝜏0 = 𝜏𝜏𝑐𝑐𝜏𝜏𝑒𝑒
𝜏𝜏𝑒𝑒−𝜏𝜏𝑐𝑐

, 
 

 
𝑤𝑤 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 (

1
𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑) + 𝑛𝑛,  (5) 

 
𝑤𝑤 𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝜖𝜖𝑛𝑛.    (6) 

𝑛𝑛 = 0, 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 при 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟−  
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑤𝑤 (𝑛𝑛 − 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 ).   (7) 
 

 
𝑟𝑟 = 0 ,𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 , на которых 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0, и 𝑛𝑛 = 0, на которой 𝑑𝑑𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0,  
 

𝜆𝜆1,2 = 0,5 𝑟𝑟−𝑤𝑤 ± √(0,5𝑟𝑟−𝑤𝑤)2 − 𝑟𝑟− . (8) 
 
(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟)1,2

= −𝜆𝜆1,2
𝑤𝑤
𝜖𝜖   

 
𝜆𝜆3,4 = ±𝑟𝑟−1/2, 𝜆𝜆4 = −𝑟𝑟−1/2,  
 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖   
 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟− − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜆𝜆1,2𝜍𝜍),   (9) 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜆𝜆1,2𝜍𝜍),    (10) 
 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟Δ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (−𝑟𝑟−
1
2(𝜍𝜍 − Δ)),   (11) 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛Δ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (−𝑟𝑟−
1
2(𝜍𝜍 − Δ)),   (12) 

 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝑑𝑑

Δ .    (13) 
 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚).    (14) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑚𝑚
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а также две особые точки α(0, 0) и β(0, r_).  Из дис-
криминанта системы {(7), (6)} в окрестности точки β 
находим собственные числа этой особой точки:

           .     (8)

Из (7) следует, что при (0,5r_w)2–r_>0 точка β име-
ет тип неустойчивого узла, а при (0,5r_w)2–r_<0 – не-
устойчивого фокуса. Так как мы ищем решение, опи-
сывающее изменение концентрации особей саранчи 
вдоль волновой координаты от нулевого значения до 
нулевого значения, предполагаем, что подкоренное 
выражение в (8) положительно. Тогда точка β будет 
иметь тип неустойчивого узла, и из нее по собствен-
ным направлениям     исходят тра-
ектории, одна из которых соответствует искомому 
волновому решению.

Из дискриминанта системы {(7), (6)} в окрестности 
точки α следует, что точка α имеет тип седла с собст-
венными числами λ3,4=±r_1/2 причем собственное на-
правление λ4=–r_1/2, по которому траектория входит 
в точку α, расположено в положительном квадранте 
плоскости. Искомое решение выходит из точки β по 
одной из сепаратрис узла и входит в точку α по сепа-
ратрисе седла (рис. 1), пересекая нулевую изоклину   
     Стрелки у нулевых изоклин указывают 
области положительного значения соответствующих 
производных (рис. 1). Интегральные кривые, отвеча-
ющие этому волновому решению, представлены на 
рис. 2. Видно, что профиль концентрации популя-
ции имеет вид солитона, а профиль концентрации 
кормовой базы имеет вид нелинейной волны, то есть 
волновое решение представляет собой уединенную 
популяционную волну. Оба собственных направле-
ния в точке β расположены над нулевой изоклиной  

  ,  и решить из качественного анализа, по 
какому собственному направлению выходит из осо-
бой точки волновое решение, не представляется воз-
можным.

Приближенное аналитическое  
и численное решение системы уравнений

Построим математическую модель волны, отра-
жающую ее основные особенности и позволяющую 
упростить уравнения, получить приближенное 

аналитическое решение и провести расчеты. В со-
ответствии с методом бесконечной зоны реакции 
(см. [4– 8]) представим, что волна состоит из трех 
зон. В первой зоне (–∞<ς<0) считаем справедливым 
решение системы (7), (6) в окрестности точки β. Во 
второй зоне (Δ< ς <+∞) считаем справедливым реше-
ние в окрестности точки α. В третьей зоне (0< ς <Δ) 
ввиду ее ограниченности примем линейную зависи-
мость концентрации кормовой базы от пространст-
венной координаты ς. В согласии с принятыми пред-
положениями уравнения для концентраций в первой 
зоне имеют вид:

        (9)

       (10)

а во второй зоне –

       (11)

       (12)

где: rƒ , nƒ концентрации кормовой базы и популяции 
саранчи на фронте волны при ς =0; rΔ, nΔ– концентра-
ции кормовой базы и популяции на границе второй 
и третьей зон при ς = Δ. В третьей зоне (0<ς<Δ) урав-
нение для концентрации кормовой базы имеет вид:

       (13)

С целью получения уравнения для концентрации 
популяции саранчи в третьей зоне разложим правую 
часть уравнения (7) в ряд Тейлора в окрестности мак-
симума солитона (n=nm, r=rm) и ограничимся первым 
членом разложения:

       (14)

Согласно (7) имеем:

       (15)

Интегрируя (13), получим:

       (16)
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𝑛𝑛𝑚𝑚 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑚𝑚
𝜖𝜖 .     (15) 

 

1 
 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐹𝐹(𝑁𝑁),  (1) 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜏𝜏𝑓𝑓−1𝑁𝑁,    (2) 

 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + (𝜏𝜏𝑐𝑐−1 − 𝜏𝜏𝑒𝑒−1)𝑁𝑁, (3) 

 
 

𝜇𝜇 = 𝜇𝜇𝑜𝑜𝐾𝐾𝑅𝑅
𝜕𝜕  .    (4) 

 
 

𝑟𝑟 = 𝜕𝜕
𝐾𝐾𝑅𝑅

,𝑛𝑛 = 𝜕𝜕
𝐾𝐾𝑅𝑅

, 𝜍𝜍 = 𝑧𝑧(𝜏𝜏0𝜇𝜇0)1/2 , 𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝜏𝜏0
1/2𝜇𝜇0

−1/2, 𝜖𝜖 = 𝜏𝜏0
𝜏𝜏𝑓𝑓

, 𝜏𝜏0 = 𝜏𝜏𝑐𝑐𝜏𝜏𝑒𝑒
𝜏𝜏𝑒𝑒−𝜏𝜏𝑐𝑐

, 
 

 
𝑤𝑤 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 (

1
𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑) + 𝑛𝑛,  (5) 

 
𝑤𝑤 𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝜖𝜖𝑛𝑛.    (6) 

𝑛𝑛 = 0, 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 при 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟−  
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑤𝑤 (𝑛𝑛 − 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 ).   (7) 
 

 
𝑟𝑟 = 0 ,𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 , на которых 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0, и 𝑛𝑛 = 0, на которой 𝑑𝑑𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0,  
 

𝜆𝜆1,2 = 0,5 𝑟𝑟−𝑤𝑤 ± √(0,5𝑟𝑟−𝑤𝑤)2 − 𝑟𝑟− . (8) 
 
(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟)1,2

= −𝜆𝜆1,2
𝑤𝑤
𝜖𝜖   

 
𝜆𝜆3,4 = ±𝑟𝑟−1/2, 𝜆𝜆4 = −𝑟𝑟−1/2,  
 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖   
 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟− − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜆𝜆1,2𝜍𝜍),   (9) 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜆𝜆1,2𝜍𝜍),    (10) 
 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟Δ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (−𝑟𝑟−
1
2(𝜍𝜍 − Δ)),   (11) 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛Δ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (−𝑟𝑟−
1
2(𝜍𝜍 − Δ)),   (12) 

 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝑑𝑑

Δ .    (13) 
 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚).    (14) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑚𝑚
𝜖𝜖 .     (15) 

 

                      n 

                                       n    

                      r/ε 

                                                n 

                       nm 

 

                     n 

0 r_         

      α                            rm                  r                   β                    r 

 

 

Рис. 1. Фазовая диаграмма уединенной волны популяции 
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Рис. 2. Качественный вид интегральных кривых системы 
(5), (6)

1 
 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐹𝐹(𝑁𝑁),  (1) 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜏𝜏𝑓𝑓−1𝑁𝑁,    (2) 

 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + (𝜏𝜏𝑐𝑐−1 − 𝜏𝜏𝑒𝑒−1)𝑁𝑁, (3) 

 
 

𝜇𝜇 = 𝜇𝜇𝑜𝑜𝐾𝐾𝑅𝑅
𝜕𝜕  .    (4) 

 
 

𝑟𝑟 = 𝜕𝜕
𝐾𝐾𝑅𝑅

,𝑛𝑛 = 𝜕𝜕
𝐾𝐾𝑅𝑅

, 𝜍𝜍 = 𝑧𝑧(𝜏𝜏0𝜇𝜇0)1/2 , 𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝜏𝜏0
1/2𝜇𝜇0

−1/2, 𝜖𝜖 = 𝜏𝜏0
𝜏𝜏𝑓𝑓

, 𝜏𝜏0 = 𝜏𝜏𝑐𝑐𝜏𝜏𝑒𝑒
𝜏𝜏𝑒𝑒−𝜏𝜏𝑐𝑐

, 
 

 
𝑤𝑤 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 (

1
𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑) + 𝑛𝑛,  (5) 

 
𝑤𝑤 𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝜖𝜖𝑛𝑛.    (6) 

𝑛𝑛 = 0, 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 при 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟−  
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑤𝑤 (𝑛𝑛 − 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 ).   (7) 
 

 
𝑟𝑟 = 0 ,𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 , на которых 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0, и 𝑛𝑛 = 0, на которой 𝑑𝑑𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0,  
 

𝜆𝜆1,2 = 0,5 𝑟𝑟−𝑤𝑤 ± √(0,5𝑟𝑟−𝑤𝑤)2 − 𝑟𝑟− . (8) 
 
(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟)1,2

= −𝜆𝜆1,2
𝑤𝑤
𝜖𝜖   

 
𝜆𝜆3,4 = ±𝑟𝑟−1/2, 𝜆𝜆4 = −𝑟𝑟−1/2,  
 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖   
 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟− − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜆𝜆1,2𝜍𝜍),   (9) 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜆𝜆1,2𝜍𝜍),    (10) 
 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟Δ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (−𝑟𝑟−
1
2(𝜍𝜍 − Δ)),   (11) 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛Δ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (−𝑟𝑟−
1
2(𝜍𝜍 − Δ)),   (12) 

 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝑑𝑑

Δ .    (13) 
 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚).    (14) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑚𝑚
𝜖𝜖 .     (15) 

 

1 
 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐹𝐹(𝑁𝑁),  (1) 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜏𝜏𝑓𝑓−1𝑁𝑁,    (2) 

 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + (𝜏𝜏𝑐𝑐−1 − 𝜏𝜏𝑒𝑒−1)𝑁𝑁, (3) 

 
 

𝜇𝜇 = 𝜇𝜇𝑜𝑜𝐾𝐾𝑅𝑅
𝜕𝜕  .    (4) 

 
 

𝑟𝑟 = 𝜕𝜕
𝐾𝐾𝑅𝑅

,𝑛𝑛 = 𝜕𝜕
𝐾𝐾𝑅𝑅

, 𝜍𝜍 = 𝑧𝑧(𝜏𝜏0𝜇𝜇0)1/2 , 𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝜏𝜏0
1/2𝜇𝜇0

−1/2, 𝜖𝜖 = 𝜏𝜏0
𝜏𝜏𝑓𝑓

, 𝜏𝜏0 = 𝜏𝜏𝑐𝑐𝜏𝜏𝑒𝑒
𝜏𝜏𝑒𝑒−𝜏𝜏𝑐𝑐

, 
 

 
𝑤𝑤 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 (

1
𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑) + 𝑛𝑛,  (5) 

 
𝑤𝑤 𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝜖𝜖𝑛𝑛.    (6) 

𝑛𝑛 = 0, 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 при 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟−  
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑤𝑤 (𝑛𝑛 − 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 ).   (7) 
 

 
𝑟𝑟 = 0 ,𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 , на которых 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0, и 𝑛𝑛 = 0, на которой 𝑑𝑑𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0,  
 

𝜆𝜆1,2 = 0,5 𝑟𝑟−𝑤𝑤 ± √(0,5𝑟𝑟−𝑤𝑤)2 − 𝑟𝑟− . (8) 
 
(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟)1,2

= −𝜆𝜆1,2
𝑤𝑤
𝜖𝜖   

 
𝜆𝜆3,4 = ±𝑟𝑟−1/2, 𝜆𝜆4 = −𝑟𝑟−1/2,  
 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖   
 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟− − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜆𝜆1,2𝜍𝜍),   (9) 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜆𝜆1,2𝜍𝜍),    (10) 
 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟Δ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (−𝑟𝑟−
1
2(𝜍𝜍 − Δ)),   (11) 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛Δ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (−𝑟𝑟−
1
2(𝜍𝜍 − Δ)),   (12) 

 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝑑𝑑

Δ .    (13) 
 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚).    (14) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑚𝑚
𝜖𝜖 .     (15) 

 

1 
 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐹𝐹(𝑁𝑁),  (1) 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝜏𝜏𝑓𝑓−1𝑁𝑁,    (2) 

 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + (𝜏𝜏𝑐𝑐−1 − 𝜏𝜏𝑒𝑒−1)𝑁𝑁, (3) 

 
 

𝜇𝜇 = 𝜇𝜇𝑜𝑜𝐾𝐾𝑅𝑅
𝜕𝜕  .    (4) 

 
 

𝑟𝑟 = 𝜕𝜕
𝐾𝐾𝑅𝑅

,𝑛𝑛 = 𝜕𝜕
𝐾𝐾𝑅𝑅

, 𝜍𝜍 = 𝑧𝑧(𝜏𝜏0𝜇𝜇0)1/2 , 𝑤𝑤 = 𝑢𝑢𝜏𝜏0
1/2𝜇𝜇0

−1/2, 𝜖𝜖 = 𝜏𝜏0
𝜏𝜏𝑓𝑓

, 𝜏𝜏0 = 𝜏𝜏𝑐𝑐𝜏𝜏𝑒𝑒
𝜏𝜏𝑒𝑒−𝜏𝜏𝑐𝑐

, 
 

 
𝑤𝑤 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 (

1
𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑) + 𝑛𝑛,  (5) 

 
𝑤𝑤 𝑑𝑑𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝜖𝜖𝑛𝑛.    (6) 

𝑛𝑛 = 0, 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 при 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟−  
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑤𝑤 (𝑛𝑛 − 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 ).   (7) 
 

 
𝑟𝑟 = 0 ,𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 , на которых 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0, и 𝑛𝑛 = 0, на которой 𝑑𝑑𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0,  
 

𝜆𝜆1,2 = 0,5 𝑟𝑟−𝑤𝑤 ± √(0,5𝑟𝑟−𝑤𝑤)2 − 𝑟𝑟− . (8) 
 
(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟)1,2

= −𝜆𝜆1,2
𝑤𝑤
𝜖𝜖   
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𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑤𝑤 (𝑛𝑛 − 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 ).   (7) 
 

 
𝑟𝑟 = 0 ,𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 , на которых 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0, и 𝑛𝑛 = 0, на которой 𝑑𝑑𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0,  
 

𝜆𝜆1,2 = 0,5 𝑟𝑟−𝑤𝑤 ± √(0,5𝑟𝑟−𝑤𝑤)2 − 𝑟𝑟− . (8) 
 
(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟)1,2

= −𝜆𝜆1,2
𝑤𝑤
𝜖𝜖   

 
𝜆𝜆3,4 = ±𝑟𝑟−1/2, 𝜆𝜆4 = −𝑟𝑟−1/2,  
 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖   
 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟− − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜆𝜆1,2𝜍𝜍),   (9) 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑓𝑓𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜆𝜆1,2𝜍𝜍),    (10) 
 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟Δ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (−𝑟𝑟−
1
2(𝜍𝜍 − Δ)),   (11) 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛Δ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (−𝑟𝑟−
1
2(𝜍𝜍 − Δ)),   (12) 

 

𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝑑𝑑

Δ .    (13) 
 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚).    (14) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑚𝑚
𝜖𝜖 .     (15) 

  
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

ТЕОРИЯ
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Совокупность граничных условий включает в себя:
1) равенства концентраций популяции и с обеих 

сторон границы первой и третьей зон при ς=0, а так-
же границы второй и третьей зон при ς=Δ

       (17)

          (18)

2) равенства первых производных от концентраций 
составляющих по ς с обеих сторон границы первой и 
третьей зон, а также границы второй и третьей зон:

       (19)

      (20)

       (21)

      (22)

3) равенство второй производной от n по ς в уравне-
нии (5) в точке ς = 0, которое приводит к уравнению:

       (23)

Кроме того, из уравнения (13) имеем:

       (24)

Система десяти алгебраических уравнений (8), (15), 
(17)–(24) замкнута относительно десяти неизвестных 
параметров λ1,2, w, Δ, rm, rΔ , nm, nΔ, rf, nf, ςm.  

Разрешая эту систему, получим уравнение для рас-
чета скорости распространения волны w (полученное 
решение уточняет решение, приведенное ранее в [5]):

       (25)

где
      (26)

       (27)

       (28)

Для расчета системы необходимо задать значения 
двух безразмерных параметров r_ и ϵ, характеризу-
ющих начальную концентрацию кормовой базы и 
отношение характерных времен процесса. По урав-
нению (8), задавая значение скорости w, определяем 
собственные числа λ1,2, затем по (28) рассчитываем 
rf, потом по (27) находим b и по (26) – ςm. Найденные 
значения параметров подставляем в правую часть 
(25). Значения параметров варьируем до выравни-
вания обеих частей равенства (25). Численное ис-
следование показало, что уравнение (25) имеет ре-
шение, если из двух собственных чисел λ1,2  выбрано 
λ2. Таким образом, искомое волновое решение име-
ет собственное число λ2 и выходит по собственно-
му направлению, ближайшему к нулевой изоклине  

   Остальные параметры определяются по 
уравнениям:

Как показали численные исследования, результа-
ты расчетов по полученному приближенному ана-
литическому решению аппроксимируются просты-
ми степенными зависимостями параметров от r_ и ϵ. 
Например, скорость распространения волны саранчи 
аппроксимируется функцией:

       (29)

Собственное число, с которым волновое решение 
выходит из начального положения равновесия β, под-
чиняется равенству:

       (30)

Ширина промежуточной зоны в профиле солитона:

     (31)

Концентрация популяции в максимуме солитона:

      (32)

На рис. 3 приведены в качестве примера графики 
функций w(r_), nm(r_), λ2(r_) и точками обозначены со-
ответствующие значения, рассчитанные по прибли-
женному аналитическому решению. Видна высокая 
точность совпадения результатов расчета с просты-
ми степенными зависимостями. На рис. 4 представ-
лены результаты расчета профилей концентрации 
саранчи и пищевого ресурса в волне. Видно, что про-
филь концентрации саранчи имеет вид солитона, а 
профиль концентрации пищевого ресурса имеет вид 
нелинейной волны переключения от начального ко-
нечного значения до нулевого. Таким образом, по-
лученное решение представляет собой уединенную 
волну биологической популяции.

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟

𝜖𝜖 .  
 

𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 

 
 

(𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ
Δ ,  (19) 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓𝜆𝜆1,2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚 ,   (20) 

 
𝑟𝑟Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ

Δ ,   (21) 
 

𝑛𝑛Δ𝑟𝑟−1/2 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚);  (22) 
 

 
𝑤𝑤 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −𝑟𝑟Δ

Δ𝑟𝑟𝑓𝑓2
+ 𝑛𝑛𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚
.  (23) 

 
 

𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑓𝑓 −
(𝑟𝑟𝑓𝑓−𝑟𝑟Δ)𝜍𝜍𝑚𝑚

Δ  .   (24) 
 
 

[𝑟𝑟𝑓𝑓 − (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝜍𝜍𝑚𝑚](𝜍𝜍𝑚𝑚/𝜆𝜆1,2 + 0.5𝜍𝜍𝑚𝑚2 ) = 1,  (25) 
 

       𝜍𝜍𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 𝑟𝑟−−1/2+0,5𝑏𝑏
𝑏𝑏+𝑟𝑟−

−1/2+𝜆𝜆1,2
−1,    (26) 

 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑓𝑓−(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2𝑟𝑟−
−1/2

(𝑟𝑟−−𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆1,2
 ,     (27) 

 

𝑟𝑟𝑓𝑓 = 0.5𝜆𝜆1,2
−𝜆𝜆1,2+√𝜆𝜆1,2

2 +4𝑟𝑟−(𝑤𝑤𝜆𝜆1,2−1)

𝑤𝑤𝜆𝜆1,2 −1
.    (28) 

 
𝑛𝑛 = 𝑟𝑟−−𝑟𝑟
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𝑟𝑟Δ = (𝑟𝑟− − 𝑟𝑟𝑓𝑓)𝜆𝜆2𝑟𝑟−−1/2,∆= (𝑟𝑟𝑓𝑓 − 𝑟𝑟∆)𝑟𝑟−−1/2𝑟𝑟∆−1 , 𝑛𝑛∆ = 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)𝑟𝑟−
−12, 𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝜍𝜍𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝑟𝑟𝑚𝑚𝜆𝜆2−1. 

 
 

𝑤𝑤 = 2,6 𝑟𝑟−−1/2 .  (29) 
 
 

𝜆𝜆2 = 0,5 𝑟𝑟−1/2.  (30) 
 
 

Δ = 2,3𝑟𝑟−−1/2.  (31) 
 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚 = 0,55𝑟𝑟−
𝜖𝜖 .   (32) 

 
 

𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

                                        w 

                                        10 в)  1 

      nm а)      𝜆𝜆2 

                                                                                           б)                                          

                                        5                                                          0,5                    

                                                                                                                             

                                                                                                                                  

                                            

                                            0                            1                 r_      2                  
Рис. 3. Зависимости характеристик уединенной волны 
саранчи от начальной концентрации кормовой базы: 
а) скорость; б) собственное число начального положения 
равновесия; в) концентрация саранчи в максимуме солитона 
(∈=0,1)
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Заключение
Получено приближенное аналитическое решение, 

описывающее распространение волны популяции са-
ранчи. Это решение обладает автомодельностью, так 
как безразмерная скорость распространения уеди-
ненной популяционной волны саранчи есть функция 
только безразмерной начальной концентрации кор-
мовой базы, в то время как размерная скорость зави-
сит от многих параметров задачи. Получены простые 
степенные зависимости основных характеристик  
уединенной волны саранчи от управляющих параме-
тров r_ и ϵ. Численные исследования показали, что 
скорость уединенной популяционное волны саран-
чи резко возрастает (равенство (29)) при уменьше-
нии начальной концентрации кормовой базы r_. При 
этом профиль волны растягивается. Такой эффект 
наблюдался и в других уединенных популяционных 
волнах [5]. Увеличение скорости уединенной волны 
саранчи при уменьшении начальной концентрации 
кормовой базы согласуется с гиперболической зави-
симостью подвижности саранчи от начальной кон-
центрации кормовой базы (4). Профили концентра-
ции популяции саранчи в волне существенно зависят 
от параметра ϵ , характеризующего скорость кинети-
ческих процессов в волне.

Используя выражение для концентрации саранчи 
в максимуме солитона (32), проведем качественный 
анализ влияния кинетических параметров на форму 

солитона. Представим (32) с учетом зависимости ϵ от 
характерных времен процесса (см. (5)) в виде:

       (33)

где Vc~1/τc – скорость привлечения саранчи в стаю, 
Vf~1/τf – скорость потребления кормовой базы саран-
чей.

Из (33) следует, что при одной и той же начальной 
концентрации кормовой базы увеличение скорости 
потребления кормовой базы приводит к уменьшению 
концентрации саранчи в максимуме солитона (для ее 
съедания при этом требуется меньшее количество са-
ранчи). Увеличение скорости привлечения саранчи в 
стаю увеличивает количество саранчи в максимуме 
солитона, то есть уединенная волна саранчи становит-
ся более выраженной. Уменьшение характерного вре-
мени жизни саранчи уменьшает числитель в (33), то 
есть уменьшает количество саранчи в максимуме со-
литона и приводит к вырождению уединенной волны.

Таким образом, полученное решение, при условии 
знания значений характерных времен, входящих в 
безразмерные управляющие параметры, позволяет 
быстро проводить количественную оценку характе-
ристик уединенной популяционной волны саранчи, 
что может быть использовано для прогнозирования 
нашествий саранчи и катастрофического уничтоже-
ния растительности. Для определения значений ха-
рактерных времен необходимы специальные биоло-
гические и полевые исследования.

Следует отметить, что разработанная модель не 
может описать полеты стадной саранчи на очень 
большие расстояния на большой высоте от Земли, 
где нет ни продуктов питания, ни подпитки стаи са-
ранчой из окружающей среды. Например, в 1954 г. 
эти насекомые из Северо-Западной Африки добра-
лись до Британских островов, преодолев расстояние 
в 2400 км. При этом полет саранчи проходил на высо-
те 2000 м. Можно предположить, что разработанная 
модель полета стадной саранчи описывает стадию, 
предшествующую этим гигантским перелетам, когда 
стая уже сформировалась и далее летит уже в неста-
ционарном режиме за счет собственного накоплен-
ного потенциала.
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Рис. 4. Профили концентраций в уединенной волне 
популяции саранчи

 
 
 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(𝜍𝜍 − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2.  (16) 
 

 
𝑛𝑛𝑓𝑓 = 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚𝜍𝜍𝑚𝑚2 ,  (17) 

 
𝑛𝑛Δ= 𝑛𝑛𝑚𝑚 − 0,5𝑟𝑟𝑚𝑚𝑛𝑛𝑚𝑚(Δ − 𝜍𝜍𝑚𝑚)2 ; (18) 
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Δ ,  (19) 
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𝑛𝑛𝑚𝑚~
𝑟𝑟−(𝑉𝑉𝑐𝑐−

1
𝜏𝜏𝑒𝑒

)

𝑉𝑉𝑓𝑓
,   (33) 

 

литература

1. Бей-Биенко Г.Я. Б.П. Уваров (1889–1970) 
и его вклад в науку и практику // Энтомол.  
обозр. – 1970. – Т. 49. – Вып. 4. – С. 915-922.

2. Бей-Биенко Г.Я., Мищенко Л.Л. Саранчевые 
фауны СССР. Ч. 1 // Определители по фауне. 
Т. 38. – М. - Л.: Изд-во АН СССР, 1951. – 379 с.

3. Березовская Ф.С., Карев Г.П. Бифуркации 
бегущих волн в популяционных моделях с 
таксисом // Усп. физ. наук. – 1999. – Т. 169. – 
С. 1011–1024.

4. Жижин Г.В., Большакова Н.Н. Уединенные 
волны в популяциях многоклеточных живот-

ных организмов // Математическое моделиро-
вание. – 2000. – Т. 12. № 12. – С. 55–65.

5. Жижин Г.В. Саморегулируемые волны 
химических реакций и биологических попу-
ляций. – СПб. : Наука, 2004. – 164 с.

6. Жижин Г.В. Диссипативные структуры в 
химических, геологических и экологических 
системах. – СПб. : Наука, 2005. – 150 с.

7. Жижин Г.В. Волны горения с распределен-
ными зонами химических реакций: (Неасим-
птотическая теория горения). – СПб. : Изд-во 
Вернера Регена, 2008. – 182 с.

ТЕОРИЯ



117Междисциплинарный научный и прикладной журнал «Биосфера», 2014, т. 6, № 2

8. Жижин Г.В., Селиховкин А.В. Математиче-
ское моделирование развития и распростране-
ния популяций насекомых-стволовых вредите-
лей в лесах России. – СПб. : Изд-во СПбГЛТУ, 
2012. – 88 с.

9. Исаев А.С., Недорезов Л.В., Хлебопрос Р.Г. 
Математическая модель ускользания во взаи-
модействии хищника и жертвы // Математи-
ческий анализ компонентов лесных биоцено-
зов. – Новосибирск : Наука, 1979. – С. 74–82.

10. Исаев А.С. Популяционная динамика лес-
ных насекомых. – М. : Наука, 2001. – 374 с.

11. Ковалев О.В., Вечернин В.В. Описание но-
вого волнового процесса в популяциях на при-
мере интродукции и расселения амброзиевого 
листоеда Zygogramma suturalis F. // Энтомол. 
обозр. – 1986. – Т. 65. Вып. 1. – С. 21–38.

12. Колмогоров А.Н., Петровский И.Г., Писку-
нов Н.С. Исследование уравнения диффузии, 
соединенное с возрастанием количества веще-
ства и его применение к одной биологической 
проблеме // Бюлл. МГУ. Сер. А. Математика и 
механика. – 1937. – Т. 1. Вып. 6. – С. 333–358.

13. Копанева Л.М., Стебаев И.В. Жизнь са-
ранчевых. – М. : Агропромиздат, 1985. – 191 с.

14. Положий Г.Н. Уравнения математической 
физики. – М. : Высш. школа, 1964. – 559 с.

15. Свирежев Ю.М. Нелинейные волны, дис-
сипативные структуры и катастрофы в эколо-
гии. – М. : Наука, 1987. – 366 с.

16. Четвериков С.С. Волны жизни. Из ле-
пидопетрологических наблюдений за лето 
1903 г. // Дневник Зоологического отделения 
Императорского общества любителей есте-
ствознания, антропологии и этнографии. – 
1905. – Т. 3. № 6. – С. 106–111.

17. Щербиновский Н.С. Пустынная саранча ши-
стоцерка. – М. : Гос. изд. с.-х. лит., 1952. – 416 с.

18. Щербиновский Н.С. Основные закономер-
ности массовых размножений пустынной са-
ранчи и миграции ее стай // IX Международная 
конференция по карантину и защите растений 
от вредителей и болезней. – М., 1958. – 16 с.

19. Taylor R.A.J. A simulation model of locust 
migratory behavior // J. Anim. Ecol. – 1979. – 
Vol. 48. – P. 577–602.

20. Topaz C.M., Bernoff A.J., Logan S., Toolson W. 
A model for rolling swarms of locusts // Eur. Phys. 
J. Special Topics. – 2008. – Vol. 157. – P. 93–109.

21. Topaz C.M., D`Orsogna M.R., Edelstein-
Keshet L., Bernoff J. Locust dynamics: Behav-
ioral phase change and swarming // PLOS Com-
put. Biol. – 2012. – Vol. 8.: e1002642. doi:10.1371/
journal.pcbi.1002642.

Г.В. ЖИЖИн


